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Abstrak 
 

Estimasi parameter model autoregressive dapat diperoleh dengan beberapa metode, salah 
satunya adalah metode Marginal Likelihood. Untuk memperoleh fungsi marginal 

likelihood, proses autoregressive dapat dinyatakan sebagai structural model (Fraser, 1968). 
Dalam structural model, data runtun waktu stasioner dinyatakan sebagai kombinasi linear 

dari mean proses dan variabel error yang tidak terobservasi. Dengan mengganggap variabel 
error sebagai proses circular, diperoleh sifat distribusi dari variabel error yang tidak 
bergantung pada parameter populasi, sehingga data runtun waktu mengikuti model 

Location-scale. Melalui model Location-Scale dapat dibuktikan bahwa vektor data runtun 
waktu yang distandarisasi merupakan ancillary statistic. Ancillary statistic ini menjadi 

dasar untuk membangun fungsi marginal likelihood karena distribusi dari ancillary statistic 
bebas dari parameter populasi. 

 
Kata kunci: estimasi parameter autoregressive, fungsi marginal likelihood, structural 
model, proses circular, ancillary statistic. 
 

PENDAHULUAN 
 
Dalam berbagai penelitian sering 

kali diperoleh data yang berhubungan 
dengan waktu, atau yang lebih dikenal 
dengan istilah runtun waktu. Runtun 
waktu adalah himpunan barisan 
pengamatan yang terurut dengan waktu, 
dengan jarak interval waktu yang sama ( 
Box – Jenkins, 1976). Jika barisan 
pengamatan tersebut dicatat dalam waktu 
yang kontinu maka disebut runtun waktu 
kontinu. Sedangkan jika barisan 
pengamatan dicatat dalam waktu diskrit 
maka disebut runtun waktu diskrit. 

Pada tahun 1970, Box & Jenkins 
memperkenalkan model runtun waktu 
yang biasa digunakan untuk memodelkan 
runtun waktu yaitu Autoregressive 
Moving Avarage (ARMA (p,q)), dimana 

p dan q berturut-turut adalah orde dari 
autoregressive dan moving avarage. 
Suatu proses runtun waktu agar dapat 
dimodelkan dengan model ARMA, harus 
memenuhi sifat stasioner, yaitu fungsi 
mean dan variansinya konstan terhadap 
waktu, dan fungsi autokovariansi antara 
dua observasi pada dua titik waktu yang 
berbeda hanya bergantung pada selisih 
antara dua titik waktu tersebut. Salah satu 
bentuk khusus dari model ARMA adalah 
autoregressive yang merupakan model 
ARMA dengan bagian moving avarage 
berorde 0. Model autoregressive 
berdasarkan namanya adalah regresi 
terhadap dirinya sendiri (Jonathan D. 
Cryer, 1986).  

Dalam suatu model 
autoregressive perlu dilakukan 
penaksiran parameter yang terdapat 



N L N L Lρ ρ ρ+ −= =

dalam model autoregressive tersebut. 
Salah satu metode yang dapat digunakan 
untuk mengestimasi parameter dalam 
model autoregressive adalah metode 
Marginal Likelihood. Untuk memperoleh 
fungsi marginal likelihood dalam proses 
autoregressive, maka proses 
autoregressive  dapat dinyatakan sebagai 
struktural model  (Fraser, 1968). 

Berbeda dengan fungsi likelihood, 
fungsi marginal likelihood tidak lagi 
mengandung parameter populasi yang 
pada umumnya tidak diketahui. Untuk 
membangun fungsi marginal likelihood, 
diperlukan ancillary statistic yang 
distribusinya tidak bergantung pada 
parameter populasi. 
 

 TUJUAN 
 
Tujuan penulisan tugas akhir ini adalah: 
1) Mencari fungsi marginal likelihood 

untuk proses autoregressive. 
2) Mencari taksiran untuk parameter 

autoregressive menggunakan fungsi 
marginal likelihood. 

 

METODOLOGI 
Prosedur yang dilakukan dalam 

penelitian ini adalah: 
1. Studi Literatur 
2. Pembentukan fungsi marginal 

likelihood untuk menaksir parameter 
autoregressive  

3. Menaksir parameter AR (1) dengan 
fungsi marginal likelihood 

4. Simulasi AR (1) Penarikan 
5. kesimpulan 
 

LANDASAN TEORI 
 

1. Proses Circular 
Definisi proses circular  

Vektor dari N variabel random 
diberikan dengan 1 1' { , ,..., }N NX X X−=X , 

disebut proses circular jika mempunyai sifat-
sifat distribusi seperti dibawah ini: 

1. ( )E =X 0   

2. 2 2( )sE X σ=   s = 1, 2, ...,N                  

3. 2( )s s L LE X X σ ρ+ =  s = 1, 2, ...,N                  

dengan      
 
Barisan dari nilai 1 2, ,..., Nρ ρ ρ  adalah 

barisan autokorelasi dari proses. 

4. 
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dengan Ωadalah matriks autokovariansi 
yang berukuran N×N (J. Wise, 1955). 

Berdasarkan definisi diatas, proses 
circular dapat disimpulkan merupakan proses 
yang stationer. 
 Matriks autokovariansi, Ω , dapat 
dinyatakan dalam bentuk dibawah ini: 

Ω = �� �� + �	
� +��	 + ��
�� +
��� + ⋯+ ��

�
��	 ��
�
�
��	 +

���
�
��	��, 

dengam N bilangan ganjil positif, atau 

Ω = �� �� + �	
� +��	 + ��
�� +
��� + ⋯+ 	

���
�� ��

�
�� +���

����, 

dengan N bilangan genap positif. Untuk 
semua nilai N, I menotasikan matriks 
identitas berukuran N×N dan W adalah 
circulant definition of auxiliary identity 
matrix  berukuran N×N, dimana  

0 1 0 0 ... 0

0 0 1 0 ... 0

0 0 0 1 ... 0

0 0 0 0 ... 1

1 0 0 0 0 0

 
 
 
 

=  
 
 
 
 

W
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 Sifat-sifat dari W  adalah 
1 '− =W W  dan N =W I . 

1. Distribusi Marginal 
Definisi distribusi marginal 



 Jika X dan Y adalah variabel 
random kontinu dan f(x,y) adalah pdf 
bersama dari X dan Y, maka  

( ) ( , )g x f x y dy
∞

−∞

= ∫  untuk x−∞ < < ∞  

adalah pdf marginal dari X, dan 

( ) ( , )h y f x y dx
∞

−∞

= ∫  untuk y−∞ < < ∞  

adalah pdf marginal dari Y (J. E. Freund, 
1992). 
 Definisi diatas dapat diperluas 
untuk N variabel random 1 2, ,..., NX X X . 

Jika pdf bersama dari variabel random 
kontinu 1 2, ,..., NX X X  adalah 

1 2( , ,..., )Nf x x x , maka pdf marginal dari 

2X  adalah 

2 1 2 1 3( ) ... ( , ,..., ) ...N Nh x f x x x dx dx dx
∞ ∞

−∞ −∞

= ∫ ∫
untuk 2x−∞ < < ∞ . Pdf marginal dari 1X  

dan NX  adalah 

1 1 2 2 3 1( , ) ... ( , ,..., ) ...N N Nx x f x x x dx dx dxϕ
∞ ∞

−
−∞ −∞

= ∫ ∫
untuk 1 dan Nx x−∞ < < ∞ − ∞ < < ∞ . 

 
2. Statistik 

Misalkan 1 2, ,..., NX X X  adalah 

sampel random berukuran N dari variabel 
random X, dimana X memiliki distribusi 
tertentu. Jika sembarang fungsi 

1 2( , ,..., )NY u X X X=  adalah fungsi dari 

sampel random X yang tidak bergantung 
pada parameter maka fungsi 

1 2( , ,..., )NY u X X X=  disebut dengan 

statistik (Robert V. Hogg, Joseph W. 
Mckean, dan Allen T. Craig, 2005). 

Contoh, variabel random 
1

N

i
i

Y X
=

=∑  

adalah statistik. 
Walaupun statistik tidak 

bergantung pada parameter, namun 
distribusinya bisa saja masih bergantung 
pada parameter. Statistik yang 
distribusinya bergantung pada parameter 
disebut sufficient statistic. Sufficient 

statistic mengandung semua informasi 
mengenai parameter, namun ada statistik 
lain yang kelihatannya tidak memuat 
informasi mengenai parameter karena 
distribusinya  bebas dari parameter, 
statistik ini disebut ancillary statistic. 

Berikut ini diberikan penjelasan 
lebih rinci mengenai ancillary statistic 
karena statistik ini pada bab selanjutnya 
akan digunakan sebagai dasar 
pembentukan fungsi marginal likelihood. 

 
2.1 Ancillary Statistic 

Ada statistik lain yang hampir 
kelihatannya berlawanan dengan 
sufficient statistic. Jika sufficient statistic 
mengandung semua informasi mengenai 
parameter, statistik yang lain ini, disebut 
ancillary statistic, mempunyai distribusi 
yang bebas dari parameter dan 
kelihatannya tidak mengandung 
informasi mengenai parameter itu. Untuk 
ilustrasi, variansi 2S  dari sampel random 
yang berdistribusi ( ,1)N θ  mempunyai 
distribusi yang tidak bergantung pada θ . 

Contoh lain, rasio 1

1 2

X
Z

X X
=

+
, dimana 

1 2,X X  adalah sampel random dari 

distribusi gamma dengan parameter 
0α >  diketahui dan parameter β θ=  

tidak diketahui, karena Z mempunyai 
distribusi beta yang bebas dari parameter 
θ , maka Z adalah ancillary statistic 
(Robert V. Hogg, Joseph W. Mckean, 
dan Allen T. Craig, 2005)”.   
 Untuk menentukan apakah 
statistik adalah ancillary statistic, harus 
dibuktikan bahwa distribusi dari statistik 
tersebut bebas dari parameter populasi 
yang tidak diketahui. Robert V. Hogg, 
Joseph W. Mckean, dan Allen T. Craig, 
(2005), memberikan beberapa aturan 
sehingga dapat lebih mudah menemukan 
ancillary statistic untuk model location-
scale. 
 
 
 
 



A. Model Location-Scale 
Misalkan variabel random 

1 2, ,..., NX X X  mengikuti model 

Location-scale, bentuk modelnya yaitu    

1 2 1,2,...,i iX W i Nθ θ= + =    (1) 

dengan 1θ−∞ < < ∞ , 2 0θ > , dan 

1 2, ,..., NW W W  adalah variabel random 

dengan pdf ( )f W  yang tidak bergantung 

pada 1θ  dan 2θ . Dengan pendefinisian 

seperti ini, maka 1θ  adalah Location 

parameter dan 2θ  adalah scale parameter. 

Dari persamaan (1), 1

2

i
i

x
w

θ
θ
−= , 

i=1,2,...,N, maka pdf dari iX  adalah  

1

2 2

( ; ) ( )

1
1,2,...,

i
i i

i

i

dx
g x f w

dw

x
f i N

θ

θ
θ θ

=

 −= = 
 

 Misalkan 1 2( , ,..., )Nv u x x x=  

adalah statistik sedemikian sehingga  

( )1 2 1 2, ,..., ( , ,..., )N Nu cx d cx d cx d u x x x+ + + =
untuk semua bilangan real d dan c>0. 
Maka 

1 2 1 2( , ,..., ) ( , ,..., )N Nv u X X X u W W W= =  

adalah fungsi dari 1 2, ,..., NW W W  yang 

tidak tergantung pada 1θ  dan 2θ . Oleh 

sebab itu, v mempunyai distribusi yang 
tidak bergantung pada 1θ  dan 2θ . 

Statistik 1 2( , ,..., )Nv u x x x=  disebut juga 

location-scale-invariant statistic. 
 Berikut ini, diberikan contoh dari 
penggunaan model Location-Scale untuk 
membuktikan suatu statistik adalah 
ancillary statistic. Misalkan terdapat N 
variabel random 1 2, ,..., NX X X , dapat  

dinyatakan sebagai: 
      i=1,2,...,Ni iX eµ σ= +  

dimana ie  mempunyai distribusi tertentu 

yang tidak bergantung pada µ  dan σ . 
Penulis telah membuktikan bahwa 

{ } ( ){ }/ , i=1,2,...,Ni i xd d x x s= = − , 

dimana 
1

/
N

ii
x x N

=
=∑  dan 

( )2
2

1
/( 1)

N

x ii
s x x N

=
= − −∑  adalah 

ancillary statistic karena distribusi dari

{ } ( ){ }/ , i=1,2,...,Ni i xd d x x s= = −  tidak 

bergantung pada parameter µ  dan σ .   
 
3. Marginal Likelihood 

Misalkan variabel random
{ }iX x= , i=1,2,…,N, dengan pdf 

( ; )f x θ dan θ=(µ,σ) adalah vektor 
parameter yang tidak diketahui, maka 
fungsi likelihood adalah sebagai berikut 

( , ; ) ( ; , )L X f Xµ σ µ σ=  
 Menurut Sprott D.A (2000), jika 
statistik { }id d= , i=1,2,...,N,  merupakan 

ancillary statistic untuk µ, maka fungsi 
marginal likelihood untuk σ, ( ; )mL dσ ,  

adalah 
( , ; ) ( ; , )

( , ) ( ; , | )

( ; ) ( , ; )m res

L X f X

f d f X d

L d L X

µ σ µ σ
σ µ σ

σ µ σ

=
=
=

 

dimana faktor ( , ; )resL Xµ σ  mengandung 

informasi yang tidak berarti mengenai σ  
ketika µ  tidak diketahui.     
 

PEMBAHASAN 

 
1. Structural Model 

Misalkan variabel respon X 
dihasilkan dari suatu proses yang stabil. 
Variasi dalam variabel respon biasanya 
diakibatkan oleh: variasi dalam alat yang 
digunakan, variasi dalam kondisi proses, 
dan variasi dalam operasi dari proses. 
Sumber-sumber variasi ini membentuk 
error dari proses yang merupakan 
variabel random yang membutuhkan 
ukuran scale.  

Misalkan ix  adalah respon ke-i, 

dan 1 2, ,...,i i riv v v  adalah constructed 

variabel yang bersesuaian dengan respon 
ke-i. Dan misalkan σ adalah scaling 
respon dari variabel error dan 



1 2, ,..., rβ β β  adalah kontribusi yang 

diberikan oleh constructed variabel 
terhadap variabel respon. Fraser (1967) 
memperkenalkan structural model. 
Structural model adalah variabel respon 
dari suatu proses yang stabil dapat 
dinyatakan sebagai kombinasi linear dari 
constructed variabel dan variabel error, 
dan dapat ditulis sebagai: 

1 1 11 1 1

2 1 12 2 2

1 1

...

...

...

r r

r r

N N r rN N

x v v e

x v v e

x v v e

β β σ
β β σ

β β σ

= + + +
= + + +

= + + +
⋮

         (2) 

 
1.1 Proses Autoregressive sebagai 

Structural Model 
Pada umumnya, bentuk umum 

proses autoregressive orde p adalah 

   0
0

( ) a ( 1)
p

k t k t
k

Xα µ α−
=

− = =∑   

dengan { }: 1,2,...,tX t N= adalah data 

runtun waktu yang stasioner, at adalah 
white noise, 2

ta (0, )NIID σ∼ , 

1( ,..., ) 'pα α=α  adalah parameter 

autoregressive dan µ  adalah mean 
proses.  

Misalkan terdapat variabel 
random Zt yang mempunyai mean nol, 
variansi 1 dan independent , maka tZσ
akan mempunyai mean nol dan variansi 

2σ  sama halnya dengan at, sehingga 
bentuk umum proses autoregressive orde 
p dapat ditulis sebagai: 

   0
0

( ) ( 1)
p

k t k t
k

X Zα µ σ α−
=

− = =∑        

 Untuk ukuran sampel N, data 
runtun waktu yang stasioner 
{ ; 1, 2,..., }tX t N= , dapat dinyatakan 

sebagai structural model, yaitu: 
µ σ= +X 1 e     (3) 

Dengan ( )1 2, ,..., 'NX X X=X ,

( )' 1,1,...,1=1  dan ( )1 2, ,..., 'Ne e e=e  

adalah vektor variabel error yang tidak 

terobservasi yang dibatasi pada 
pembatasan masalah berdistribusi normal. 

Dengan mensubstitusi persamaan 
(3), maka bentuk umum proses 
autoregressive orde p dapat ditulis 
sebagai:          

     0
0

( 1)
p

s t s t
s

e Zα α−
=

= =∑        (4)        

Persamaan (3) dan (4) adalah proses 
autoregressive sebagai structural model. 
 
2. Proses Autoregressive yang 

Circular 
 Dengan memandang e sebagai 
proses autoregressive yang circular, 
maka persamaan (4) untuk N observasi 
dapat ditulis sebagai:                 

1 1 2 2

1 1 2 2 3 1

2 1 3 2 4 2

2 1 1 2 2

1 1 2 1 1

...

...

...

...

...

N N N p N p

N N N p N p

N N N p N p

N p N p

N N p N p

e e e e Z

e e e e Z

e e e e Z

e e e e Z

e e e e Z

α α α
α α α
α α α

α α α
α α α

− − −

− − − − −

− − − − −

− +

− − +

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

N

N-1

N-2

2

1

⋮
     (5)      

Dengan menggunakan notasi matriks, 
persamaan (5) dinyatakan sebagai: 

( )2
1 2 ... p

pα α α+ + + + =I W W W e Z     (6)                      

dengan 1 2 1' { , ,..., , }N Ne e e e−=e  dan 

{ }1 2 1' , ,..., ,N NZ Z Z Z−=Z . Dengan 

metode invers, maka diperoleh                                   

( ) 12
1 2 ... p

pα α α
−

= + + + +e I W W W Z   (7)              

Selanjutnya akan dicari parameter 
dari e yaitu ( )E=eµ e  dan ( ')E=Ω ee . 

Dari persaamaan (7), diperoleh 
( )E =e 0                        (8)      

dan 
( ') ( var )E matriks autoko iansi=ee Ω

( ) ( )1 11
1 1... ...p p

p pα α α α
− −− −= + + + + + +I W W I W W    (9)  

 Dengan demikian, jika 
menganggap e merupakan proses 
autoregressive yang circular, e 
berdistribusi normal dengan mean 0 dan 
variansi Ω , dimana Ω  adalah matriks 
autokovariansi dalam persamaan (9).  



1 11 ( 1)22 22( ; ) ( / )
N

L A C B A
− − −−= −α d Ω

 
3. Fungsi Marginal Likelihood 

untuk AR (p) 
Dari persamaan (8) dan (9), 

distribusi dari e tidak bergantung pada 
parameter µ  dan σ , sehingga persamaan 
(3) adalah model  Location-scale, 
sehingga µ  adalah location parameter, 
σ  adalah scale parameter, dan 

µ−∞ < < ∞ , 2 0σ > . 
 Karena persamaan (3) adalah 
model Location-scale, maka

( ) ( )
( 1,2,..., )

i i

i
x e

x x e e
d i N

s s

− −
= = =

adalah ancillary statistic, sehingga 
distribusi marginal dari d hanya 
tergantung pada 1 2( , ,..., ) 'pα α α=α . 

Distribusi marginal dari d diberikan oleh 
(Fraser, 1968, 32)      

1
12

0

( ; ) (..., ( ),...) N
e e eL f s N t s dtds

∞ ∞
− −

−∞

= +∫ ∫αd 1 d  (10)  

Dalam penelitian ini, e dibatasi 
pada pembatasan masalah berdistribusi 
normal, dengan mean 0 dan variansi Ω , 
maka pdf dari e, ( ; )f e Ω , adalah 

1 1
12 2

1
(2 ) exp( ' )

2

N
π

− − −−Ω e Ω e  

 Dengan demikian, penyelesaian 
persamaan (10) adalah 
       
                (11) 

dengan 1'NA −= 1 Ω 1, 
1

12 'N B −= 1 Ω d  dan 
1'C −= d Ω d .  

 
4. Fungsi Marginal Likelihood 

untuk AR (1) yang circular  
Fungsi marginal likelihood dari 

AR (1) yang circular dapat dicari dengan 
menyatakan model AR (1) sebagai 
structural model, yang dapat ditulis 
sebagai berikut: 

      1 1 1,2,...,t t te e Z t Nα
µ σ

−+ = =
= +x 1 e

 

 Misalkane sebagai proses AR (1) 
yang circular, maka ( , )Ne 0Ω∼  dimana 

Ω  adalah matriks autokovariansi dalam 
persamaan (9), yaitu  

1 1 1
1 1( ) ( )α α− − −= + +Ω I W I W   

Dalam menurunkan fungsi 
marginal likelihood ( ; )L ρ d untuk AR (1) 
yang circular dilakukan dalam beberapa 
tahap. 
a) Tahap pertama  

Dalam tahap ini, akan dicari 
determinan dari matriks autokovariansi 
AR (1) yang circular. Dari persamaan (9) 
invers matriks autokovariansi untuk AR 
(1) yang circular adalah 

1 1
1 1( )( )α α− −= + +Ω I W I W       (12) 

Berdasarkan sifat-sifat dari proses 
circular, 1 1ρ α= − , sehingga persamaan 

(12) menjadi 
1 1( )( )ρ ρ− −= − −Ω I W I W  

1 1| | ( ) ( )ρ ρ− −= − −Ω I W I W  

Misalkan 1( )P ρ −= −I W  dan 

( )Q ρ= −I W , maka 
1( )P ρ −= −I W  ( )Q ρ= −I W  

1ρ −= −I W  ρ= −I W  
11 Nρ −= − W  1 Nρ= − W  

1 Nρ= −   1 Nρ= −  
Sehingga 

1 1( ) ( )ρ ρ− −= − −Ω I W I W  

( )( )1 1N Nρ ρ= − −  

( )2
1 Nρ= −  

Dengan menggunakan teorema 
aljabar, maka  

1

1
−

=Ω
Ω

= ( ) 2
1 Nρ

−
= −         

(13) 
b) Tahap kedua 
 Dalam tahap kedua ini, akan 
dicari NA= -11'Ω 1. 

NA= -11'Ω 1 

( )2
1N ρ= −              (14) 

 
c) Tahap ketiga 



1 2
1

1 2

1 2 3 1

1 1

...

...

...

0

N

i N
i

N

x x x

N N

x

N N

i i
i i

x

d d d d

x xx x x x

s s s

x x x x x n x

s

x x

s

=

−

= =

= + + +

−− −= + + +

+ + + + + −=

−
=

=

∑

∑ ∑

 Dalam tahap ketiga ini, akan 

dicari 
1

2N B = -11'Ω d . Dengan 
mensubstitusi nilai Ω pada persamaan (9), 
maka diperoleh 

( )
1

22

1

1
N

i
i

N B dρ
=

= − ∑    

      
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Jadi  

( )

( )

1

2

2

1

2

1

1 .0

N

i
i

N B

dρ

ρ
=

=

= −

= −

∑

-11 'Ω d

 

 0=    (15) 
d) Tahap keempat 
 Dalam tahap ini, akan dicari 
C = -1d'Ω d . Dengan mensubstitusi nilai Ω pada persamaan (9), maka diperoleh 

2 2
1

1 1

(1 ) 2
N N

i i i
i i

C

d d dρ ρ +
= =

=

= + −∑ ∑

-1d'Ω d

 

( ) ( )

( )

2 2 2
1

1

2 2

1

2 2

2

1
2

2

2

. . .

. . .

( 1)

1

N

i N
i

N

x x

N

i
i

x

x

x

d d d

x x x x

s s

x x

s

N s

s

N

=

=

= + +

− −
= + +

−
=

−=

= −

∑

∑  

1
1'

1

N
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Dengan mensubstitusikan 
persamaan (13), (14), (15) dan (16), 
sehinga diperoleh fungsi marginal 
likelihood untuk AR(1) yang circular, 
yaitu 

�
�; � = |�|�	���	� �� − ��
� �

�	�
��	
 

�
�; � = 
1 − ��
1 − ��	
! −
1��

�
��	
1 − 2�# ′ + ����
�
��	      (17)                        

 
5.        Estimasi Parameter AR dengan 

Fungsi Marginal Likelihood  
Taksiran parameter 

autoregressive diperoleh dengan 
memaksimumkan persamaan (11). Secara 
matematis, estimasi maksimum marginal 
likelihood lebih mudah dilakukan dengan 
memanipulasi persamaan (11) menjadi 
logaritma fungsinya. Memaksimumkan 
fungsi marginal likelihood ekivalen 
dengan memaksimumkan logaritma 
fungsi marginal likelihood. 

Untuk mencari nilai taksiran 

parameter ɵ � � �
1 2( , ,..., )pα α α ′=α  yang 

memaksimumkan persamaan (11), maka 
pendekatan yang paling sering digunakan 
adalah menentukan turunan parsial dari 
logaritma fungsi marginal likelihood 
untuk setiap parameter lalu menyamakan 
dengan nol, 

ln( ( , ))
0

i

L

α
∂ =

∂
α d

  untuk i=1,2,…,p    (18) 

Berdasarkan persamaan (18), akan 
diperoleh persamaan sebanyak parameter 
yang tidak diketahui. Taksiran ini dapat 
diselesaikan secara bersamaan. Jika 
penyelesaian dari fungsi turunan parsial 
tidak dapat ditemukan, maka pendekatan 
numerik dilakukan. 
 



a. Estimasi Parameter AR (1) 
yang Circular 
Fungsi marginal likelihood untuk 

AR (1) yang circular deiberikan pada 
persamaan (17). Berdasarkan persamaan 
(18), parameter AR (1) diperoleh dengan 
menurunkan logaritma dari fungsi 
marginal likelihood terhadap ρ  lalu 
menyamakan dengan nol,yaitu: $�%&�
�; ��

$� = 0 

−!���	
1 − �� + 1

1 − � +

! − 1
#( − �
1 − 2�#( + �� = 0 
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1 − ��
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+ 
! − 1
#( − �
1 − ��
1 − �

1 − ��
1 − �
1 − 2�#( + �� = 0 

Taksiran ρ  diperoleh dengan 
menyelesaikan persamaan −!���	
1 − �
1 − 2�#( + �� +
1 − ��
1 − 2�#( + �� + 
! − 1
#( −�
1 − ��
1 − � = 0                           (19) 
dengan syarat  
1 − ��
1 − �
1 − 2�#( + �� 

Persamaan (19) merupakan 
persamaan polinomial dari ρ  derajat 
N+2, sehingga akan diperoleh N+2 nilai 
akar dari persamaan tersebut. Karena ρ  
adalah korelasi maka nilainya akan 
terletak pada interval 1 1ρ− ≤ ≤ , 
sehingga taksiran untuk ρ  diperoleh 
dengan mengambil nilai akar yang 
terlatak dalam interval tersebut. 
 

PENERAPAN 

Untuk mendapatkan taksiran 
parameter autoregressive dengan fungsi 
marginal likelihood, dilakukan langkah-
langkah sebagai berikut : 
1. Penyedian data runtun waktu 

yang stasioner yang dapat 
dimodelkan dengan proses 
autoregressive orde 1 

2. Melakukan penaksiran parameter 
autoregresive  

 Data yang digunakan adalah data 
”Annual yield of grain on Broadbalk field 
at Rothamsted 1852-1925”. Data “Annual 
yield of grain on Broadbalk filed at 
Rothamsted 1852-1925”  terdiri dari 73 
pengamatan. Sebelum dilakukan 
penaksiran parameter Autoregressive, 
penulis terlebih dahulu memaparkan 
bahwa data tersebut bersifat stasioner dan 
dapat dimodelkan dengan proses 
autoregressive orde 1 (identifikasi 
model). 

Berdasarkan gambar, data yang 
stasioner bersifat acak (tidak memiliki 
trend atau musiman). Secara definitif, 
kondisi stasioner AR (1) adalah nilai 
mutlak parameter AR (1) kurang dari 
satu.  Plot dari data ini, menunjukkan 
bahwa data tersebut stasioner. Plot dari 
data tersebut diberikan dibawah ini: 

 
 Untuk proses autoregressive,  
identifikasi model dapat dilihat dari plot 
ACF (Autocorrelation Function) dan 
PACF (Partial Autocorrelation 
Function). Suatu data runtun waktu dapat 
dimodelkan dengan proses autoregressive 
jika bentuk ACF dari data tersebut 
menurun secara eksponensial seiring 
dengan pertambahan lag dan PACF 
menunjukkan orde dari proses 
autoregressive tersebut. Dibawah ini 
diberikan plot ACF dan PACF dari data 
“Annual yield of grain on Broadbalk filed 
at Rothamsted 1852-1925”.  

706560555045403530252015105

3.5

3.0

2.5

2.0

1.5

1.0

Time

C
1

Time Series Plot for C1



 

 
Dari plot diatas dapat disimpulkan 

bahwa data tersebut merupakan proses 
autoregressive orde 1. 

Fungsi marginal likelihood untuk 
AR (1), jika variabel error dianggap 
sebagai proses yang circular, diberikan 
pada persamaan (17). Berdasarkan data 
tersebut, diperoleh 0.386997703r ′ = , 

dengan 
1

1'
1

N

i i
i

d d
r

N

+
==

−

∑
, 1 1Nd d+ = . 

Sehingga fungsi marginal likelihood 
untuk data ini, jika variabel error adalah 
proses yang circular adalah 

�
�; $ = )1 − �*+
1 − ��	72�*�� 
1
− 0.773995406�
+ ���*�� � 

Dengan menyelesaikan persamaan 
di atas, diperoleh taksiran parameter 

autoregressive dengan fungsi marginal 
likelihood jika variabel error dianggap 
sebagai proses yang circular adalah 
0.4069178784. 

Untuk perbandingan, dengan 
menggunakan software ”PhiCast” 
diperoleh taksiran 1α  dengan fungsi 

maksimum likelihood adalah 0.381463 
dan dengan metode moment diperoleh 

1α  = 0.362229782. Dengan demikian, 

estimasi parameter autoregressive dengan 
fungsi marginal likelihood mendukung 
estimasi titik dari motode-metode 
penaksiran parameter autoregressive 
yang sudah ada. 

 

KESIMPULAN 

Kesimpulan yang diperoleh dalam 
penelitian ini adalah: 

1) Proses Autoregressive dapat 
dinyatakan sebagai structural 
model, sehingga data runtun 
waktu stasioner merupakan 
kombinasi linear dari mean proses 
dan variabel error yang tidak 
terobservasi. 

2) Dengan mengganggap variabel 
error sebagai proses circular 
diperoleh sifat distribusi dari 
variabel error tidak bergantung 
pada parameter populasi, sehingga 
data runtun waktu mengikuti 
model Location-scale.   

3) Dengan menggunakan model 
Location-Scale, vektor data 
runtun waktu yang distandarisasi 
merupakan ancillary statistic 
untuk µ dan σ. 

4) Karena distribusi dari ancillary 
statistic bebas dari parameter 
populasi, maka ancillary statistic 
merupakan dasar untuk 
membangun fungsi marginal 
likelihood yang hanya bergantung 
pada parameter Autoregressive. 

5) Estimasi parameter AR dengan 
fungsi marginal likelihood 
mendukung estimasi titik dari 
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metode-metode penaksiran 
parameter AR yang sudah ada.  
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